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Differentlaalrekening en differenticrekening

Naast de welbekende differentiaaloperator D, welke aan een functie
f(x) toevoegt de afgeleide functie

f{x+h)-f(x)

£'(x) = Df(x) = lim R s

h o0

treedt in de differentierekening als voornaamste operator op de dif-
ferentlieoperator /\, welke aan een functie f(x) toevoegt de differentie

Af(x) = f(x+1) - £(x).

Zoals verderop blijkt, hebben belde operatoren een aantal eigen-
schappen gemeen (b.v. dat ze aan een polynoom van de n® graad een poly-
noom van de graad n-1 toevoegen). Anderzijds is men geneigd om de dif-
ferentieoperator als eenvoudiger operator te zien dan de differentiaal-
operator, in welke nog een extra limietovergang optreedt. Toch blijkt,
dat formules over differentieoperatoren soms ingewikkelder zijn dan die
over differentiaaloperatoren, hetgeen hierdoor komt, dat Df(x) een func-
tie is van x alleen en Af(x) in eerste instantie een functie is van
x+1 en %,

Wij gaan thans een aantal formules over elk van beide soorten ope-
ratoren vergelijken. Voordat dit geschiedt, is het goed om nog een ope~
rator in te voeren, welke in het volgende een belangrijke rol speelt,nl.
de verschulvingsoperator E, waarvan de werking wordt gedefinieerd door

Ef(x) = f(x+1).

Verder heeft men dan E"f(x)=f(x+n), aanvankelijk direct in te zlen voor
natuurlijke n, maar bij definitie eveneens geldig voor wlllekeurige n.
Bljgevolg heeft men

gl _ gD
Direct duldelijk zijn voorts de formules
h
A=E-1, D=1 2T,
h—s 0

waarbl) bedoeld is, dat

: h h
EF-1 ) E'-1
1im = J f x) = 1im (—uﬁ—-f(x)) .
( h—s 0 ( h-—0

Naar analogle met de gewone analyse schrijft men wel

EP_1
lim S log E, dus D = log E.
h-—0

Om nog even hlerop door te gaan, men 1s geneigd nu te schrijven



©o n.n
E = eD , EX - exD - Z:: x D ,
N=0 n!

"duﬂ 1]

(1) £(x) = f% m :

waarmee de reeks van Mac Laurin is "teruggevonden"., Het enige dat hier
werkelljk 1is gevonden, 1s dat de functie f(x) als ze naar machten van
x te ontwikkelen is, de ontwikkeling (1) moet bezitten,
Keren wlj thans terug tot ons plan om grondformules der differenti-
aalrekening en differentierekening te vergelijken.
Hoewel afgelelde en differentle van een ne~graadsveelterm beide
van de graad n-1 zijn, 1s de analogle verder nog niet groot. Men heeft
Dxnxnxn'1 n--1
tuurlijke n te stellen x(n)zx(x~1)...k-n+1), waarna men inderdaad vindt
éhx(n)znx(n"q) (en gelukkilg ook Dx(n)ﬁnx(n'q))
Men bedenke verder dat x(x-1)...(x-n+1)=

n
, maar Ax #nx . De overeenkomst wordt gered door voor na-

L §14~n , hetgeen aan-
leiding kan zijn om nu ook voor willekeurige n te definilren

X(n)m %%§§%%ET . Dit initiatief wordt beloond met de volgende formule

x+2 o x+1 n.0{xX+H n--1
ax(). ?€x+22n) - f€x+12n) - F(£+2“g) = )’

thans geldig voor willekeurige n. De keerzljde van de medallle is, dat

voor de thans ingevoerde pseudomachten een aantal rekenregels van ge-
wone machten niet blijkt te gelden; men heeft nl,

()™ L lom) | (0) fm) o y(oem)

3

Wel heeft men

o (9) (5 () _ (nem)

en ook . n
(x+y)(a) = 2 (g) x(h)y(n'h) (formule van Van der Monde).

De eerste formule vertoont eenzelfde inconveniént als de formule voor
A(uv). Terwijl men nl. normaal heeft A(u+v)= Au +Av en A(cu)=cdHu
(voor constante c¢), geldt in afwijking met de gewone analyse

a(uv) = (Eu)(Ev) - uv=(Eu}(Ev-v) + v(Eu-u)
= (Eu)Aav + v.au,
De regel van Leibnitz in de differentierekening luldt dan ook

£ (w) = £ (DEA"M) (@),
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Wij gaan thans verder met het bepalen van de differentie van
enige elementaire functies. Allerecerst beschouwen wij de exponentiéle
functie, Men heeft zkaxz(a—ﬂ)ax, dus in het bijzonder b.2%=2% | verder
is men nieuwsglerig naar Aln x. Hiervoor vindt men In(1+ %), dus niet
cen dergelljk interessant resultaat als in de differentiaalrekening,
Het 1s echter van belang om toch een functie W op te sporen welke vol-
doet aan Hu= % . Is nl. deze gevonden, dan 13 het in princlpe moge-
11jk, net als 1in de gewone integraalrekening, om cen functle U te vin-
den, waarvan de differentie gelijk is aan een willekeurige (gebroken)
rationale functic, In feite zi)n wij hier reeds gekomen in de theorie
der differcntievergelijkingen. Wi) willen echter dit ene probleem
eerst apart oplosscn en pas later lets algemeners zeggen over differen-
tlevergelljkingen,

Als dea ¢x machina helpt de [-functie ons nu weer opnieuw, Ult
D{x+1)=x ['(x) volgt nl.

log [ (x+1) = log x + log I (x),

dus na differentiéren

ol(x+1) o oi(x) 2
D(x+1) I(x)

en voor de functie u kunnen (en zullen) wij dus nemen

uaxp(x)z-%-glz%wgr(x).

Uit Ay (x) = % volgt verder nog dat

3Py ()
N m‘fﬁ’

waarna het nu doorzichtig 1s dat het bekende breuksplitsingsprocédé
ons inderdaad een oplossing oplevert van ODu=r(x), waarbij r(x) een
willckeurige rationale functie voorstelt.

1 1
Voorbeeld, Au = _éL_ = E%% - §%%
X +1

levert ons voor u de functile
_ "{x+1i+1 LH{x-141
« = (GEHH) - SER)

welke desgewenst verder kan worden herleid,
Voor de goniometrische functies vindt men lets minder fraale re-
sultaten dan in de differentiaalreckening. Men heeft biljvoorbeeld

Asin x = 2 gin § cos (x+%), enz.,



waarna problemen als het bepalen van u ult Au = 8in x enz. ook op-
losbaar blijken. Ulteraard geldt

Asin 2mx = Acos 2mx = Atg v x = 0.

De differentie van elke periodieke functie met periode 1 is immers O,
Omgekeerd is elke oplossing van bHu=0 een periodleke functie met perio-
de 1 (voo-taan w-functie te noemen). De mcest algemene oplossingen

van Au=r(x) blijkt na de gebrulkelljke redencring te zign uxuo+ o,
waarblj u, een particuliere oplossing is van die vergelljking en w

een willekcurige w-functie, De w-functies vervullen hier blijkbaar

de rol van de constanten in de differentiaal- en integraalrekening.

Terwi;l oplossingen van y'=f(x) worden aangegeven door
jf(x)dx+@ zullen wij oplossingen van Au=r(x) aangeven met
Sr{x)Ax+wd, waarbl, de eerste term een particuliere oplossing is van
het probleem, Met NOSrlund wordt onder dit symbool meestal die particu-
liere oplossing verstaan, die een zeer speciaal gedrag in het onelndige
heeft (de zgn. hoofdoplossing). Dat het oneindige hier in het geding
komt, is in principe daardoor in toe zien, dat een differentievergell)-
king een verband oplegt slechts tussen de functiewaarden u(x), u(x+1),
u(x+2),..., waarbij het enige verdichtspunt der argumenten X,x+1,X+2,...
het oneindige 1s.

Wij z1in hilermede in de sommatlierekening gekomen en willen nu na-
gaan of de elementaire formules over integralen ook gelden voor de hiler
ontmoete sommen,

Het ontbreken van een kettingregel in de differentierekening
maakt, dat Cormules over transformatie van scommatlevariabele eveneens
ontbreken., Wel echter heeft men een formule van "parti®¥le" sommatic;
in feite is hot de welbekende formule van "partidle sommatie"

-1

sSuvAx = U(E" 'v) - SUAvV.A X met AU=u.

Voorbeceld,

X ex P ex
SxeTAX = e 'ESETT HX
_ e*(x-1) _ e )
e-1 (e~’l)‘2

Met deze weinige opmerkingen willen wij nu aan de sommatierekening met
haar netelige problemen vgorbiggaan en lets over reeksen besgr&ken-
Naast de polynomen Z%)anxn heeft men pscudopolynomen E;S bnx(n)
N Nex
met de prettige celgenschap, dat elk polynoom een pseudopolynoom 1is en
e¢lk pseudopolynoom een polynoom (te bewijzen b.v, door volledige induc-

tic naar N),

CAD
Wij beschouwen thans pseudomacht-recksen > anx(nzmeestal niet pseudo-'
n

N
O
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machtreeksen genoemd, maar faculteitenreeksen (van de 2e soort). Fa-
culteitenreceksen van de eerste soort zijn reeksen van de gedaante

w -

S anx( n). Combinaties van beide soorten faculteltenreeksen vormen

het analogon van de Laurentontwikkelingen, zoals die bekend zijn in
de functietheorie.

Twee problemen treden nu op de voorgrond: 1° een convergentie-
theorie van faculteitenreeksen; 2° de ontwikkeling van een gegeven
functie in een faculteitenreecks. Elk dezer problemen raakt andere
belangrijke gebieden uit de wiskunde, nl. respectievelijk de theorie
der reeksen van Dirichlet, ook bekend in en nuttig voor de getallen-
theorie en de theorie van het interpoleren,

Beschouwen wi; ecerst de convergentietheorie. Evenals bij de ge-
wone reeksen is hier het convergent-zijn een "gerichte' eigenschap,
d.w.z. als voor zekere z, convergentie heerst, is er voor alle z, die
een transitieve niet-symmetrische relatie t.a.v., z vervullen, ook
convergentie. Bij de convergentie van gewone reeksen 1s het gericht
zljn niets anders dan de gewone ordering van de modulus, d.w.z. ult
convergentie voor z_ volgt convergentle voor alle z met fz] < lzol .
Hier, blj de beide soorten faculteltenreeksen, leldt convergentie in
Z tot convergentie in alle z met Re z >Re Z,s €60 eigenschag die

deze reeksen gemeen hebben met de reeksen van Dirichlet E: Het

Z L
=1 n

is zelfs zo, dat convergentie in een punt z van een der "

drie rceksen

co & (—) o0

az)= & B (z-)(P) z
Nn=0 : n=0

r\]lr«

C(z) = 5? a, n! (z—ﬂ)('n*q)
n=0

convergentle van de belde andere reeksen in datzelfde punt z ten ge-
volge heeft., De meeste bewijzen der hiler genoemde eigenschappen zign
te geven met behulp van partlifle sommatie., Wiy geven hier een bewijs
(ten dele zonder partiséle sommatie) van de bovengenoemde gerichte e¢i-
genschap voor de reeks C(z).
Z1] C(z) convergent voor z=2 . Dan heceft men voor alle z met
Re z>Re Z g de relatie
!
c(z) = 5 u v, met u (z ) = ann.jf(zo) en v_= f(zo+n)iﬂ(z)

? Iz +n) o D(z+n) M (z,)

Voor grote n heeft men met gebrulkmaking van cen uit de formule van ..
Stirling af te leiden resultaat over de [@-functie

z -z
v = I(z) Lo 1 -

| n o(s,) (1+0(5)), dus |v _|<kn™7,

waarbij k een geschikt gekozen van n onafhankelijke constante voor-
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Stelt; hierbij is gesteld vaﬁa(z-zo). De reeks f% v, 1s dus absoluut
convergent 1Indien & > 1 is en de reeks C(z) dan "0 ook, Is echter
slechts gegeven, dat & > 0 1s, dan is wel parti¥le sommatie nodig om
te besluiten tot do (gawgﬁu) convergentic van C(z).

Gaat men verder met de theorle op analoge wijze als in de theorie
der machtrecksen da begluit m.n tot het bestaan van ceon convergentic-
abscls voor «lk der drie genoemde reeksen, dat 13 cen getal A, zoda-
nig dat de¢ reekson convorgent z1lin voor Re 2 > AN en divirgent voor
Re z A, Er bligkt ook <o abseis M van absolute convergentic te
zign o (hgt bovenstasrnde maakt dit al vnlgszins plausibel) men heeft
NEpHSE A4,

Multiplicatictheorima's van facultcitenre cksen zijn helaas ingo-
wikkclder dan dic voor re_kson van Dirichlct. Vandaar dat de facultei-
tenreekser voor do getnllontheoric van minder belang zign,

Wi) opreken nu over do tweed. hicrbovengenoemde quacstle, het
ontwikkclen van cen functic in cen frculteitenrecks. Heurlstisch L m

zilen volgt uit

(2) S, ,(n)
u(z) = Ay, + A,z +azr e = 3T 2.2 s
= N=0
n
dat GO=U(O), A= fi%Lil > wnz., 1.hia. 2 = i§F¥LQl . Hierbij is

alvast maar onderstueld, dat de¢ functic ontwikkclbaar is op de annge-
Zeven Wwijze in een ¢ omvergente recks. Onder bepaalde veronderst.llin-
gen over u(z) blijkt dit inderdaad hot geval te zign ¢n geldt de for-
mule van Newton

@  (n) "

u(7) = Eta (o),

N=0 :
stellig 1 de formule Juilst voor veeltermen u(z), waarmee tevens cen
bewljs 15 gegeven voor do hicrbovengenocmde formule van Van derp Mondc,
Als voorbeeld van cen nict-afbrekende ontwlkkeling goven wiy nog

co _(n)
2" o 3T iﬁj... )
N=0 :

Gezien de in het bovenstaande opgemerkte analogie tussen 2% un e® 1
het nict bevrcemdend, dat de functics analoge ontwikkelingen hebben.

Het 1s goed om nog op to merken, dat men voor N+1 keer differen-
ticerbare functices u stueds heeft

N (n) . (n+1) .
u(x)= SE% =T A u(o) + %ﬁ?ﬁTT,u(h+q)(€):

waarbij § een geschikt gekozen punt 1s 1n het kleinste interval dat
de reéle getallen 0,1,...,N ¢n x bevat, (In principe kan men deze
stelling zlen als ecen ultbreiding van het theorema van Rolle}),

, Er zijn ook ontwikkelingen, dic u(x) uitdrukken b,v, in du(o)=
u(Eﬁn—E*%n)u(e) €.d. Zo verkrijgt men allerlei in de interpolatie-
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theorie belangrijke formules; de hiler genoemde geeft de interpolatie-
formule van Stirling. Men verkrijgt zo ook die van Gauss, Bessel,
Everett e.a.

Tenslotte behandelen wij nog enkele problemen over differentie-
vergell jkingen, dat zijn vergelikingen van het type

F(x,u,8U,..., Au)=0

of, wat evrmee acquivalent is (in verband met A =E-1),

g(x,u,Eu,...,E"u) = 0.

Beschouwen wij als vo rbeeld de vergelijking

HDu + xu o= 0,

Kennelijk kan men u willekeurig voorschrijven in cen gebied
agx<a+1 ("beginvoorwaarde"), waarna u voor alle retle x ult de vepr-
gclijking rechtstrecks is te vinden. Continultelt of zelfs differenticer-
baarheld in de punten a+n (n geheel) 1s dan niet gegarandeerd, het
laatste ook niet als men u(a)=1im u(a+t) eilst voor het begininterval,
Men voorzicet wel, dat er somstégéghiktc beginvoorwaarden op te leggen
z1jn, die wll tot b.v. differcnticerbare functies aanlelding kunnen
geven, Zoals 1s opgemerkt, is overigens een oplossing u slechts op -
functics na bepaald.

Voor de bovengenoemde difforentievergelijking is als het ware
door scheciding van variabclen cen geschikte oplossing te vinden, Men

heeft nl.
Eu = (1-x)u,

zodat b.v. u=[ (1-x) voldoect ¢n dus ook

u= O(1-x)+ w.

We merken nog op, dat clke functie u, waarin k willekeurige
functics optreden, oplossing is van cen differentievergelijking van de
k* orde, b.v,

_ 3
U= WX+ WX 4 2,

dus 3 > 3
Eu = uﬁ(x+1)+coe(x+¢) +2, E“u= u%(x+2)+ u?(x+2) +2

¢n derhalve

Uu=-2 X X3 R
Eu-2 X+ (x+’1)3 = 0.
E2u-2 x+2 (x+2)3

Het zou te ver voeren om hier allerlei typen differentievergellj-
kingen te gaan oplossen. Wij volstaan met de vermelding dat van de
meeste ult de theorie der differentiaalvergelijkingen bekende  typen



-8-

ook de analoge differcnticvergelljkingen zlJn bustudeerd., Alleen gaan
wlj nog in op de bekende groep der lincalre differenticvergelijkingen,
Van de vergelijking
N
n

S a2, &7u = a(x)

N=0
i1s de meest algomene oplossing

Usu WUt +<»NUN ,

waarbily Uy een particulierc oplossing is ¢n uq,...,uN oplossingen zign
van de corresponderende homogcne vergelijking

N n

2: Qn Au = 0,

Nn=0

welke ook nog in dien zin onafhankelijk mocten zijn, dat geen compositum

caqu1+...+coN N? waarblj niet alle cnq ...,uoN nul zign, zelf identilek
nul is.
Als criterium of N functies Uy in dcze zin al of niet afhankeligk

zljn, geldt het nul zijn of niect nul zijn van de aan de determinant
van WPOnSki analoge detcrminant (»1 [ van Casorati (1,j=0,...,N-1) met
if“Z5 u (x) of wat op hetzelfde ncorkomt de determinant ]dijl met

di]“ﬁluj( ).
Het vinden der basisoplossingen geschiedt ook op een welbekende

Wi}?w. Schrijft men de homogene differentlevergelijking in de gedaante

§: b)E u=0, dan levert olk nulpunt & van de¢ karakteristicke veeltorm
N={)
N
> b t 20 eon basisoplossing u= . Is o cen k-voudig nulpunt, dan
Nn=0
geeft o 2anledlding tot de k in de gewenste zin onafhankeligke oplossin-

~y
gen &, xol, x(a)czx x (k=1 X
Tocpassing. Z1i) u =0, u,=1, U o= U L4 HU (n=0,1,...). Gevraagd wordt

Uy voor natuurlijke N.
Mcn heeft (EQ—E—1)un=O met 21s nulpunten van de karakteristicke

Veolterm )
o3+ VB, (3=t (1- V).

Wegens ot /3 1is dan
u

N

N
=Wl WP

N 1

<0 wegens u =0, u,=1 vindt men <nq(o)4-u%(o)zo, cx<01(0)+(3ab(o)w1, dus

@1(N)= @, (0)= gg 5 w,(N) =wp(0) = oz,

&« - 1 N
dus el (o —ﬁp).
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Voor het vinden van een particulicre oplossing van de inhomogene
linecaire differentievergelijking beschikt men over cen procédé van
variatie van de w's en voor sommige gevallen over operatorenmethoden.

Ook voor de differentievergelijking

is cen a %cmcnu oplossingstheoriec gegeven., Hlerbilj is geeist, dat
z) z< , waarbij bN( z)=1 en verder bn(z) voor n=0,1,...,N-"1

1n zeker halfvlak convergente faculteitenrecksontwikkellngen hebben

Evenals in de¢ corresponderendc theorie der differentiaalvergelijkingen

vindt men dan voor de basisoplossingen in dat halfvlak convergente

faculteitenrceksen van de gedaante

22 N+

waarblj X samenhangt met de wortels van de zgn. indiciaalvergell jking
N
> an(o)cx(n) = 0.
n=0

Bezitten dergelljke wortels e gehele verschillen, dan treden de
bekende complicaties op, die aanleiding geven tot basisoplossingen,
waarin nog cen factor optreedt, die met de Y -functie samenhangt.



